Distribusi Poisson Tergeneralisasi Tak Terbatas dan Beberapa Sifat-Sifatnya ( Suatu pengembangan teori statistika matematika) by Mutijah, Mutijah
Distribusi Poisson Tergeneralisasi Tak Terbatas dan Beberapa Sifat-Sifatnya 




Sekolah Tinggi Agama Islam Negeri (STAIN) Purwokerto 




          Distribusi Poisson  dikembangkan menjadi Distribusi Poisson Tergeneralisasi 
(GPD), mempunyai dua model distribusi yaitu model Distribusi Poisson Tergeneralisasi 
(GPD) Terbatas dan model Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Tak Terbatas. 
Untuk membuktikan bahwa kedua model distribusi tersebut merupakan suatu fungsi 
probabilitas, model Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Tak Terbatas lebih sulit 
dibandingkan model Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Terbatas. Model 
Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Tak Terbatas tidak dapat dibuktikan secara 
langsung. Model Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Tak Terbatas dapat 
dibuktikan secara tidak langsung dengan menggunakan formula Lagrange dan formula 
Beda Euler. 
         Model Distribusi Poisson Tergeneralisasi (GPD) Tak Terbatas memiliki beberapa 
sifat yang ditentukan oleh parameter kedua yaitu parameter λ. Beberapa sifat tersebut 
antara lain : rataan, variansi dan fungsi pembangkit momen naik jika λ naik, jumlahan 
N1+N2 dari dua variabel GP N1 dan N2  yang independen dengan parameter masing-
masing (θ1,λ ) dan (θ2, λ) adalah variabel GP dengan parameter (θ1+θ2, λ), model GPD 
adalah  unimodal untuk semua θ dan λ kecuali pada θ = e, λ = 1, menaiknya nilai λ akan 
menurunkan nilai probabilitas ekor  kiri dan nilai probabilitas ekor kanan. 
 
Kata kunci : Model GPD Tak Terbatas,  Sifat-sifat GPD Tak Terbatas. 
 
1. Pendahuluan 
A. Latar Belakang. 
         Untuk suatu variabel acak N fungsi massa model distribusi Poisson tergeneralisasi 
(GPD) tak terbatas oleh Tuenter (2000) dituliskan sebagai berikut :   
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         Untuk membuktikan bahwa model GPD (A.1) merupakan fungsi probabilitas yaitu 
membuktikan bahwa : 




n 1  ) , (P λθ
 
secara langsung sangat sulit.  
         Model GPD (A.1) mempunyai beberapa sifat-sifat penting seperti mean, variansi naik 
apabila λ naik, nilai fungsi pembangkit probabilitas (pgf) akan naik jika λ naik dan 
beberapa sifat-sifat yang lainnya. 
B. Rumusan Masalah 
1. Bagaimanakah membuktikan Pn(θ, λ) merupakan fungsi probabilitas? 
2. Bagaimanakah  menentukan sifat-sifat dan atau membuktikan teorema-teorema yang 
merupakan sifat dari model GPD tak terbatas ? 
C. Tujuan Penelitian. 
1. Untuk membuktikan bahwa Pn(θ, λ) merupakan fungsi probabilitas. 
2. Untuk menentukan sifat-sifat dan atau membuktikan teorema-teorema yang merupakan 
sifat dari model GPD tak terbatas. 
D. Manfaat Penelitian. 
     Dapat memberikan sumbangan pemikiran untuk memperluas wawasan mengenai 
distribusi Poisson tergeneralisasi (GPD). 
 
2. Pembahasan. 
A. Fungsi model GPD Tak Terbatas dan Pembuktiannya. 
         Sebuah variabel random diskrit N dikatakan mempunyai model distribusi Poisson 
tergeneralisasi (GPD) tak terbatas jika mempunyai massa peluang : 
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dengan θ > 1, max(-1, -θ/m) < λ ≤ 1, m (≥ 4) bilangan bulat positif terbesar dan untuk     θ 
+ mλ > 0 maka λ negatif. Simbol θ dan λ dikatakan parameter pertama dan parameter 
kedua. 
         Untuk membuktikan fungsi (2.1) merupakan fungsi probabilitas Consul dan Jain telah 
menunjukkan dengan menggunakan formula Lagrange sebagai berikut : 
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sehingga diperoleh : 
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Pernyataan (2.2) dapat disajikan sebagai berikut : 
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          Pembuktian yang berbeda dilakukan oleh Tuenter(2000) dengan menggunakan 
formula Beda Euler yang dimulai dengan membuktikan persamaan : 
         )(
0n n!
 n)n  ( λθλθ ne +−∑∞=
+  = λ−1
1 , untuk -λo < λ < 1  ………………………...(2.3) 
dengan λo = 0,2784645428… adalah solusi dari λeλ = e-1. Untuk kepentingan selanjutnya 
)(
0n n!
 n)n  ( λθλθ ne +−∑∞=
+  pada persamaan (2.3) ditulis sebagai S(θ, λ). 
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Lemma 2.1 
Untuk GPD dalam persamaan (2.1) dapat dibuktikan S(θ, λ) =  λ−1
1  untuk -λo < λ < 1 
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         Sekarang menunjukkan bahwa | λ | < λo. Bukti persamaan (2.3) bertumpu pada 
pemindahan order jumlahan dalam S(θ, λ) dan pemindahan itu diijinkan ketika jumlahan 
tersebut konvergen absolut. Nilai-nilai absolut yang diberikan dari jumlahan S(θ, λ) dengan 
mengusahakan untuk mereduksi e-|θ + nλ|. 
         Dengan menggunakan pendekatan formula Stirling’s n! ~ nn e-n n2π  dan aplikasi 
dari tes akar Cauchy diperoleh : 
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atau diinginkan |λ| < λo sebagai kriteria untuk konvergen absolut. 
         Aplikasi lain dari tes akar Cauchy menunjukkan bahwa ruas kiri dari persamaan (2.3) 
konvergen untuk |λe-λ| < e-1. Dari kondisi ini diperoleh λo sebagai berikut : 
|λe-λ| < e-1, |λ|e|λ| < e-1, λeλ < e-1  ……………………………….……………………...(2.4) 
         Dengan menggunakan software Matlab 5.3 dari persamaan nonlinear (2.4) diperoleh      
λo = 0,2784645428… . 
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B.  Beberapa Sifat Model GPD Tak Terbatas. 
a. Mean dan variansi distribusi Poisson tergeneralisasi. 
1). Penentuan mean dan variansi dengan metode khusus. 
 Didefinisikan S(k, θ, λ) sebagai berikut : 
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Untuk k = 0 maka : 
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Untuk k = 1 maka : 
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Untuk k = 2 maka : 
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2). Penentuan mean dan variansi menggunakan model GPD tak terbatas. 
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θ
−1 . 
Sekarang diberikan μ2(θ, λ) menotasikan momen kedua dari model GPD tak terbatas maka: 
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3)  Jumlahan variabel random distribusi Poisson tergeneralisasi. 
Teorema 2.1 
Apabila N1 adalah variabel random berdistribusi Poisson tergeneralisasi dengan parameter 
(θ1, λ) dan N2 variabel random yang berdistribusi Poisson tergeneralisasi dengan parameter 
(θ2, λ) yang masing-masing saling independen maka N1 + N2 berdistribusi Poisson 
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4) Fungsi pembangkit probabilitas distribusi Poisson tergeneralisasi. 
         Fungsi pembangkit probabilitas (pgf) suatu variabel N dari distribusi Poisson 


















dan diberikan g(t) = eλ(t – 1) , f(t) = eθ(t – 1) serta u = 
)t(g
t    …………………………….(2.6) 
         Dari persamaan (2.6) diketahui 
g(t)
t u =  dan jelas bahwa g(0) ≠ 0 maka oleh operasi 
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Dari (2.6) diperoleh : 
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Dan karena pgf  GPD adalah GN(u) = E(uN) maka GN(u) = eθ(t-1) dengan t = ueλ(t-1). 
5) Unimodal distribusi Poisson tergeneralisasi. 
Diberikan distribusi probabilitas { }∞0nP  didefinisikan pada bilangan bulat nonnegatif 
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Menurut Steutel dan Harn (1979)  distribusi probabilitas { }∞0nP  adalah unimodal jika ( )∞0kr  
adalah tidak naik dan {  adalah tidak naik jika dan hanya jika  r}∞0nP 0 ≤ 1. 
Teorema 2.2 
Model  GPD adalah unimodal untuk semua nilai-nilai dari θ dan λ. 
 Apabila θe-λ < 1 maka modus pada n = 0 dan apabila  θe-λ = 1 maka modus pada n = 0 dan 
n = 1. 
Apabila θe-λ > 1 maka modus pada n = M dan (θ – e-λ)( eλ - 2 λ) < M < a, dengan a adalah 
nilai terkecil dari M yang memenuhi pertidaksamaan : 
           …………..…………………...…….…..(2.7) 0    ])e2  (- M[2  M 222 >+++ θλθλθλ λ
Bukti : 
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Karena itu diperoleh : 
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k ≤  artinya bahwa (  adalah tidak naik sehingga menurut Steutel dan Harn 
maka  adalah unimodal untuk semua nilai θ dan λ. 
)∞0kr









= θe-λ = r0 ≤ 1 maka { }∞0n ) ,(P λθ  adalah tidak naik . Jadi apabila       θe-λ 
< 1 maka modus n = 0 dan apabila θe-λ = 1 maka modus pada n = 0 dan n = 1. 
(3). Misalkan θe-λ > 1 dan modus pada n = M. 







Jika M adalah modus maka : 
1    
)M  1)((M










λθ λ    …………………………….………….......…(2.8) 

















+ 1     
)1)-(M  ( M




λθ λ  …….......……(2.9) 
























             M  >  (θ - e-λ)(e-λ - 2λ)-1
Dan dari pertidaksamaan (2.8) diperoleh : 
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Jadi terbukti memenuhi pertidaksamaan (2.2.4) dan menurut korolari bahwa jika              λ 
= 0 batas-batas modus adalah θ – 1 < M < θ, jadi juga terbukti pertidaksamaan             (θ - 
e-λ)(eλ - 2λ) < M < a. 
         Dari teorema di atas tampak bahwa model distribusi Poisson tergeneralisasi adalah 
unimodal untuk semua θ dan λ kecuali jika θe-λ = 1 yaitu pada θ = e, λ = 1. 
6) Perilaku ekor (tail behaviour) dari GPD. 
Lemma 2.2 
Untuk θ dan λ  yang ditetapkan dan ∞→n maka :  
n - ))-exp(1 ( n   exp 
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3. Simpulan Dan Saran. 
A. Simpulan. 
1). Fungsi probabilitas model GPD tak terbatas dapat dibuktikan dengan menggunakan 
formula Lagrange atau formula beda Euler  dengan aplikasi tes akar Cauchy dan 
formula Stirling. 
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++=  memiliki beberapa sifat-sifat 
penting diantaranya : 
    a. Nilai mean dan variansi ini akan naik jika λ naik. 
    b. Apabila N1 ~ GPD(θ1, λ) dan N2 ~ GPD(θ2, λ)  maka N1 + N2 ~ GPD (θ1 + θ2, λ). 
    c. Nilai pgf model GPD tak terbatas  GN(u)  akan naik jika λ juga naik. 
   d. Model GPD tak terbatas adalah unimodal untuk semua nilai-nilai θ dan  λ kecuali 
apabila θe-λ = 1 yaitu pada θ = e, λ = 1. 
   e. Jika λ naik maka akan menurunkan nilai probabilitas ekor kiri dan nilai probabilitas 
ekor kanan dari model GPD tak terbatas.  
B. Saran. 
         Berhubungan dengan masalah ini dapat dilakukan penelitian lebih lanjut tentang 
pembuktian distribusi Poisson tergeneralisasi (GPD) menggunakan fungsi analitik dan 
penentuan sifat-sifat GPD yang lain, diantaranya : fungsi pembangkit momen dengan 
menggunakan fungsi Lambert, kumulan, momen pusat GPD, jumlahan variabel random 
sebanyak k variabel random, estimasi maksimum likelihood untuk θ dan λ, serta dapat 
dilakukan penelitian lebih lanjut untuk aplikasi dari model GPD. 
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